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Explizite Potentiale zu gegebenen Streufunktionen geladener Teilchen 
mit Absorption 

V o n W . B . THEIS * 

A u s d e m Inst i tut f ü r T h e o r e t i s c h e P h y s i k der E . T . H . Zür i ch 
(Z. Naturforschg. 11 a, 889—891 [1956] ; eingegangen am 31. August 1956) 

Es w e r d e n P o t e n t i a l e a n g e g e b e n , deren S t r e u f u n k t i o n e n zu f es tem B a h n d r e h i m p u l s l aus den-
j e n i g e n des r e i n e n CouLOMB-Potentials durch M u l t i p l i k a t i o n mit rat ionalen F u n k t i o n e n der W e l l e n -
zahl h e r v o r g e h e n . D e r B e t r a g d e r ra t i ona len F u n k t i o n darf ung le i ch e ins g e w ä h l t w e r d e n , was 
A b s o r p t i o n entspr i cht u n d zu k o m p l e x e n Potent ia l en führt . 

1. Es sollen im folgenden Potentiale für Streu-
funktionen 5(/c) zu festem Bahndrehimpuls / an-
gegeben werden, die sich durch 

S(k) =e2i"^R{k) (1) 
R(-k) 

darstellen lassen. Dabei soll sein 

tj(k) = Streuphase des abstoßenden COULOMB-

Potentials, 

R{k)=\ ; (2) 

nct-ßr) l 

du , ßv alle verschieden; a» , ^Hl ßv > 0. 

Gilt/?*(&) =R{-k) für reelle k, d. h. ist | S(k) | = 1, 
dann läßt sich die Integralgleichungsmethode von 
GEL'FAND und LEVITAN 2 anwenden, die das Pro-
blem vollständig löst, indem sie eine konstruktive 
Vorschrift für die Potentiale liefert. 

Hier soll jedoch, um mögliche Absorption mit 
einzubeziehen, wie sie etwa für das optische Modell 
der Kernstreuung wesentlich ist, und um unabhän-
gig von der allgemeinen Theorie der Eigenwertpro-
bleme zu sein, ein rein algebraischer Weg ein-
geschlagen werden, indem das Resultat für die Po-
tentiale angegeben und verifiziert wird. 

Dazu werde kurz das Nötige für den Fall des rei-
nen COULOMB-Feldes zusammengestellt. Die radiale 
ScHRÖDiNGER-Gleichung der Relativbewegung für 
den Bahndrehimpuls l lautet dafür in geeigneten 
Einheiten 

y"(r) + (k*-v(r))y(r)= 0 (3) 
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m i t 

v(r) = 1(1+1) , 2 y 
, 7> 0 

Der Term mit y beschreibt das abstoßende COULOMB-

Potential. Gl. (3) hat Lösungen f{k,r) und cp(kr,r) 
mit den Eigenschaften 

f(k, r) e^-^-'^'Wl; f*(k, r) =f(~k*, r) 

und 

<p(k2,r) 1 
rl+l 

(4) 

(5) cf* (k2, r) =(p ( A r * , r ) . 

Mit den Abkürzungen 
[u-v~\=u{r)v'{r)—u{r)v(r), (6) 

([u; v] w + [v; tu] u+ [w; u] v = 0) 

und f(k) = [f(k, r) ; <p(k2, r) ] ; f* (k) =/( - k*) (7) 

folgt, da [f(k,r) ; f(-k,r)] =2ik ist: 

cp {kr, r) = 1 {f{k) f { - k , r ) - j { - k ) f(k, r) } . 
2J/C (8) 

Die im Nullpunkt verschwindende Lösung hat also 
das asymptotische Verhalten 

cp{k2, r) ~ eir,ik) f{-k) ] k 

- sin{Ä: r — y/k • log r + )](k) } (9) 

mit der Streufunktion 

e2iv(k) = _ML_ ; :) reell für reelle k . (10) 

2 . Für das weitere ist es zweckmäßig, die Schreib-
weise für den reinen C O U L O M B - F a l l zu vereinfachen: 

f(/c,r)=fk, f ( — a.u, r) = ju , 

(p(k2, r) =cpk, (f (ß2, r) = cp,., 
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Dabei ist k die in (3) auftretende Wellenzahl, au 

und ßv sind die in (2) delinierten Konstanten 
(//, v = 1 , . . . , n) ; über doppelt vorkommende In-
dizes soll künftig summiert werden. 

Das Resultat dieser Note läßt sich damit wie folgt 
formulieren: 

Die Streufunktion (1) wird dadurch erhalten, 
daß man in der erweiterten ScHRÖDiNGER-Gleichung 

y"+(k2-v)y = Vy (13) 

für das Zusatzpotential V die Funktion 

V =2 (Ay Cpy)' (14) 

wählt, wobei die Av dem Gleichungssystem 
Ay a,u = - fu (15) 

genügen sollen. 
Der Beweis dieser Behauptung kann über die ex-

plizit angebbaren Lösungen von (13), (14) ge-
führt werden. Die Lösung 

Vk = fk + At. a, k (16) 

Vk = fk ~ fu TT— TT 
fk fu —TT a,.,. — , ark fk (18) 

Det (Qi + Ci b , . . . , n u + c/( b,. . .) 
= Det(flx,.. ., afl, . . .) 

+ 2c / ( Det(a1,...,Q(J_1, b,Q(<+1 
ß 

= 11«™ l!+c« ävu br-

Wegen (12), (8), (4) und % m ß > 0 gilt asympto-
tisch für große r 

fk \ fk ßv*-k* [/(/?„, r) ;/,(] j 

dr„ 

und daher 

läßt sich durch Einsetzen verifizieren. Unter Ver-
wendung von (12) und der aus (3) folgenden Be-
ziehung 

a rk = (frfk (17) 
erhält man 

(Ar avk)" + (A:2 - v) Ay avk - 2 (Ar' 9v ) ' (fk + Av a,k) 

= {Ar" + (ßr2 ~ V) Ay - 2 (Ay' Cpy') ' A, } ark = Cy üyk , 

wo cv als Abkürzung eingeführt ist. Setzt man hierin 
k=—au, so wird wegen y>> = 0 (aus (15)) auch 
CyOva=0 für alle , woraus wegen '|a,7, j|^0 das 
identische Verschwinden aller c,- folgt, was yk als 
Lösung von (13) bestätigt. 

Um das Verhalten von (16) im Unendlichen zu 
untersuchen, setze man (15) ein (ä,,, = Unterdeter-
minante zu a,;, **) : 

k + aH 
k + ßy 

17 (*+««) 
yk~fk = fkR(-k). 

Hik + ßy) 

Somit ist 

F(k, r) = yk (19) 

diejenige Lösung von (13), die das asymptotische 
Verhalten (4) besitzt. 

Die im Nullpunkt verschwindende Lösung von 
(13) erhält man in Analogie zu (8) : 

&(k2,r) = * {/(*) y_k-f(-k) yk} Zik 

= Cpk + Ar brk = JP k 
CLy ß 

l>Lbyk (20) 
Vk 

mit 

Für r 

byk= [cpy ; cpk] 

0 verschwindet nämlich in 

(21) 

a,u 
fu 
(pk 

brk = av„ \ 1 - fß brk 
rPk a l 

der zweite Summand in der Klammer, denn es gilt 
nach (6) 

fj^ [<?„; <Pk\ = 1 _ <Pv_ [<Pk;f,A 
rk f7 ,. : /«] ' <Pk [<Py\ fß] 

und dieser Ausdruck geht wegen —> 1 und <Pk r^O 
i n • ; / , ] - * / ( - « , . ) [vgl. (7 ) ] gegen Null, falls 

f ( — öl it) =f= 0 ; für das abstoßende CouLOMB-Potential 
treten aber keine gebundenen Zustände auf, und 
also ist f(k) ^ 0 für Daher gilt 

0(k\r)-^cp(k2,r). 
r-y 0 

Setzt man (19) in (20) ein, so erhält man 

* < * • . ' ) ( 2 1 ) 

•{/(.k) R(k) F(-k,r)-j(-k) R(-k) F(k,r)}, 



woraus unmittelbar wie in (9) , (10) die Streu-
funktion (1) 

= / (* ) A W _ e 2 i n ( k ) R(k) 
' /(-*) R( — k) R(—k) 

folgt. 
Damit ist gezeigt, daß das Potential (14) die 

Streufunktion (1) zur Folge hat. Man kann noch 
(15) in (14) einsetzen und erhält wegen (17) 

V = > g H ^ ||. (22) 

Hat die Determinante Nullstellen, so wird das Poten-
tial dort wie (r — r0) ~2 singulär. Ohne Absorption 
gibt es jedoch keine Nullstellen, weil j avu j| dann 
die FREDHOLMsche Determinante einer Integralglei-
chung ist, deren zugehörige homogene Gleichung 
nur die triviale Nullösung besitzt (vgl. die 
Gin. (1.24) bis (1.29) in der anfangs zitierten 
Arbeit2). 

3 . Die obigen Resultate könnten folgende An-
wendung finden. Ist für einen bestimmten Bahn-
drehimpuls l die Streufunktion experimentell be-
kannt (bzw. kann sie über den experimentell be-
kannten Teil hinaus sinnvoll extrapoliert werden), 
dann kann man sie durch eine rationale Funktion 
mit wachsendem Grade immer genauer annähern. In 

Gl. (22) hat man explizit ein Potential, das diese 
Streufunktion liefert. Die Elemente a,« der Deter-
minante sind durch Differentiationsprozesse an be-
kannten Funktionen zu gewinnen. Im Falle von ge-
ladenen Teilchen sind es die CouLOMB-Funktionen, 
bei neutralen die elementar ausdrückbaren halbzah-
ligen Zylinderfunktionen. Besonders einfach ist 
natürlich die s-Streuung (/ = 0) ungeladener Teil-
chen. Sieht man von der Absorption ab, so sind die 
Potentiale in diesem wichtigen Spezialfall schon vor 
längerer Zeit von B A R G M A N N 3 angegeben worden. 
Die Berücksichtigung der Absorption erweitert das 
Anwendungsgebiet. Während ohne diese nur solche 
Streuzentren erfaßt werden können, deren innere 
Struktur sich bei der Streuung nicht bemerkbar 
macht, können mit Absorption auch allgemeinere 
Streuzentren betrachtet werden, indem die innere 
Struktur, sofern sie bei der Streuung eine Rolle 
spielt, als komplexer Anteil des Potentials berück-
sichtigt werden kann. 
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